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Résumé: Nous démontrons qu'une sous-variété réelle, compacte, orientée et lisse 
T de dimension 2p — 1 > 3 de CP n est le bord d'un sous-ensemble analytique s'il 
existe une variété réelle V C G(n — p + 2,n + 1) de codimension 1 satisfaisant les 
conditions suivantes pour tout v £ V 

1. La réunion U^ey^" P+1 recouvre un ouvert dense de T. 

2. Le (n — p + l)-plan P™ _p+1 intersecte F transversalement. 

3. T n P£- p+1 est le bord d' une surface de Riemann dans P^ 

4. Aucun ouvert non vide de T (1 P™ p+1 n'est réel analytique. 

Pour la preuve, nous utilisons et démontrons le résultat suivant: pour toute sur- 
face de Riemann à bord rectifiable (éventuellement réductible et singulière) S d'une 
variété complexe, S admet un système fondamental de voisinages de Stein. Il existe 
T réelle algébrique vérifiant 1-3, qui n'est pas bord d'un sous-ensemble analytique. 



1 Résultats 

L'origine du problème de caractérisation du bord d'une variété complexe ou 
d'une chaîne holomorphe (problème du bord) est un théorème de Wermer 
qui affirme qu'une courbe réelle, analytique, fermée et orientée 7 dans C n est 
le bord d'une surface de Riemann S* si et seulement si elle vérifie la condi- 
tion des moments, c.-à.-d. (f = pour toute (1, 0)-forme ip holomorphe 
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dans C n . Cette condition est réduite de la formule de Stokes sur S. Dans 
le cas où la condition des moments est valide, l'enveloppe polynomiale de 7 
est égale à la réunion S U 7. Dans le cas contraire, l'enveloppe polynomi- 
ale de 7 est égale à elle-même. L'enveloppe polynomiale d'un compact de 
longueur finie a été étudiée ensuite dans plusieurs travaux de Bishop f§], de 
Stolzenberg P0| , d'Alexander [[[]], Lawrence [Ï7J et également dans || 



Les résultats de ces travaux sont utilisables pour démontrer de nouveau le 
théorème de Harvey-Lawson, qui donne la solution du problème du bord en 



dimension supérieure Hl3| . Ce théorème de Harvey-Lawson dit qu'une sous- 
variété réelle, compacte, orientée T de dimension 2p — 1 > 3 de C n est le bord 
d'une variété complexe si et seulement si elle est maximalement complexe, c- 
à-d. son plan tangent en chaque point contient un sous-espace complexe de 
dimension p — 1 (la dimension maximale possible). La condition 'T maxi- 
malement complexe" implique que la courbe T H C™ _p+1 vérifie la condition 
des moments pour toute {n — p + l)-plan C"~ p+1 qui coupe Y transversale- 
ment. Dans CP™ le théorème de Harvey-Lawson n'est plus valable. D'après 
le théorème de Dolbeault-Henkin généralisé, si T est maximalement com- 
plexe et si l'intersection T fl P" - p +1 borde une surface de Riemann pour une 
famille suffisamment grande V de (n — p + l)-plans projectifs, alors T borde 
une variété complexe || 01 ■ En particulier, ce théorème est valable pour une 
variété réelle V de codimension 1 de la grassmannienne G(n — p + 2, n + 1). 
Cette grassmannienne est l'espace de paramètre des (n — p + l)-plans pro- 
jectifs dans CP n . Nous allons démontrer que dans le cas précédent, sous 
une hypothèse sur T (qui est valable génériquement), si [j u&v ^'u~ p+1 recou- 
vre T, l'hypothèse 'T maximalement complexe" ne sera plus nécessaire. Le 
problème du bord sans l'hypothèse 'T maximalement complexe" a été posé 
dans C n par Dolbeault-Henkin et également par Globevnik-Stout sous la 
forme d'un problème d'extension holomorphe [[□]], dont les solutions pour un 
cas générique se trouvent dans ||. La preuve des résultats cités ci-dessus 
utilise essentiellement la condition des moments et elle est extensible au cas 
dans CP™ grâce au théorème de Mihalache généralisé (théorème 2). 
On appelle ouvert (n — p + 1) -linéairement concave tout ouvert X de CP" 
qui est la réunion d'une famille continue de (n — p + l)-plans projectifs. On 
pose X* := {v G G(n -p + 2, n + 1) telle que P"-p +1 c X}. C'est un ouvert 
connexe. Pour tout fermé T de X, une p-chaîne holomorphe de X\Y est une 
combinaison linéaire, localement finie à coefficients entiers de sous-ensembles 
analytiques de dimension pure p de X \ Y. Toute p-chaîne holomorphe de 
X \ Y est de mesure 2p-dimensionnelle localement finie dans X . 
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Théorème 1 Soient X un ouvert (n — p + 1) -linéairement concave de CP n 
et T une combinaison linéaire, finie, disjointe à coefficients entiers de sous- 
variétés réelles, C 2 de dimension 2p — l>3deX. Soit V une variété réelle 
de codimenion 1 de X* vérifiant les conditions suivantes 

1. La réunion {J veV P" _p+1 recouvre un ouvert dense de T. 

2. L'intersection V n P™~p +1 est transversale pour tout v G V. 

3. L'intersection T n P™~p +1 est le bord d'une 1-chaîne holomorphe de 
pn-p+i ^ y au sens des courants. 

4- Aucun ouvert non vide de T n P"~p +1 n'est réel analytique. 

Alors T est le bord d'une p- chaîne holomorphe de X\T, de masse localement 
finie dans X au sens des courants. 

Remarque Ce théorème reste valable pour une famille plus large des en- 
sembles V, qui ne sont pas nécessairement des variétés. Pour un résultat 
analogue dans X = C n , cette famille est définie précisément dans [|]. 

L'exemple suivant montre que la condition 4 dans le théorème précédent est 
nécessaire: 

Exemple 1 (Henkin ||) Soit T C C 3 C CP 3 une variété réelle algébrique de 
dimension 3 définie par 

r = {y 2 = V3 = 0, x\ + y\ + x\ + x\ = 1} 

où Z\ = X\ + iyi, z 2 = X2 + iy2, z 3 = x 3 + iy s sont les coordonnées de C 3 . 
Considérons l'hyperplan projectif 

H a ,b,c = {zi = az 2 + bz 3 + c} 

où a = ai + ia 2l b = bi + ib 2 et c = Ci + ic 2 . Posons T a ^ c = T H H a b c . Alors 
pour un (a, 6, c) générique, r a ,&, c est une courbe réelle fermée de la surface de 
Riemann algébrique S a ^ c C H a h c qui est définie par 

S a ,b,c = {(a!Z 2 + hz 3 + ci) 2 + (a 2 z 2 + b 2 z 3 + c 2 ) 2 + z\ + z\ = 1} n H afijC . 

Comme S a fi, c est une surface de Riemann compacte de genre 0, la courbe 
T n i? a ,6,c borde une surface de Riemann dans CP 3 . La variété T ne peut 
pas être le bord d'une variété complexe car elle n'est pas maximalement 
complexe. 



3 



Soit S un sous-espace analytique d'une variété complexe Z. Si S est de Stein, 
d'après le théorème de Siu, S admet un système fondamental de voisinages 
de Stein. En particulier, si S est une surface de Riemann ouverte, dont le 
bord est une réunion finie de courbes de Jordan de longueur finie, alors S 
admet dans Z un système fondamental de voisinages de Stein. On appelle 
variété de Stein toute variété plongeable dans une variété affine complexe. 
Un voisinage de Stein de S est un ouvert contenant S tel que chacune de ses 
composantes connexes soit de Stein. Le théorème suivant donne la réponse 
à une question de Dolbeault-Henkin [HT 



Théorème 2 Soient Z une variété complexe, F G Z une réunion finie, 
disjointe de courbes de Jordan, de longueur finie et S un sous ensemble an- 
alytique de dimension pure 1 de Z \ T, borné dans Z . Supposons que SUT 
ne contient aucun sous- ensemble analytique, compact, de dimension pure 1 
de Z . Alors 

1. S U T admet un voisinage connexe de Stein. 

2. S U T admet un système fondamental de voisinages de Stein. 

Remarque Si Z = C" et si T est une courbe irréductible, alors S est égal à 
l'enveloppe polynomiale 

T := |x G C™ : |-P(a;)| < max |-P(z)| pour tout polynôme P j> 

de T £|, |2Ô], 0. D'après un lemme d'Oka, S admet un système fondamental 
de voisinages de Stein de la forme {\Pk(z)\ < 1; k — 1, . . . , m}, où P^ sont 



des polynômes. En général, dans C n , Henkin |10| et Alexander-Wermer 
ont prouvé indépendamment que S est rationnellement convexe, c.-à-d. que 
C n \ S est une réunion d'hypersurfaces algébriques de C n . Par conséquent, 
S admet un système de voisinages de Stein de la forme {\Rk\ < 1 pour k = 
1, . . . , m}, où Rk sont des fonctions rationnelles, holomorphes au voisinage 
de^. 

Dans Z = CP n , Fabre a construit une surface de Riemann irréductible, à bord 
lisse, non rationnellement convexe flÔfl . Si T est irréductible dans Z = CP n , 



le théorème 2 se réduit à celui de Mihalache le 



La démonstration de Mihalache est une application du théorème de Siu et 
celui de Stolzenberg-Alexander ffl . Notre démonstration est un prolongement 
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du travail de Mihalache. Nous utilisons le théorème de Henkin-Alexander- 
Wermer pour compléter la preuve et appliquer ce résultat pour démontrer 
les théorèmes 1 et 3. 



2 Preuve du théorème 2 

Lemme 1 (fi^j) Soient Z une variété de Stein, K C Z un compact holo- 
morphiquement convexe etTcZ une réunion finie d'arcs réels compacts de 
longueur finie. Alors (K U T) A \ (K U T) est un sous-ensemble analytique de 
dimension pure 1 (éventuellement vide) de Z \ (K U T), borné dans Z , où 

(K U T) A := {z G Z : \h(z)\ < max pour h holomorphe dans Z} 

est l'enveloppe d'holomorphie de K UT dans Z . 



Lemme 2 ( Sous l'hypothèse du théorème 2, si Z est de Stein, 
SUT sera méromorphiquement convexe, c.-à.-d. Z\(SUT) est une réunion 
d'hyper surf aces complexes de Z . 

Preuve. Si Z est de Stein, elle est plongeable dans un C . La preuve du 
lemme précédent se ramène au cas dans C N , qui se trouve dans @, lemme 
1.5]. 

□ 



Corollaire 1 Soit Si une suite de surfaces de Riemann bornées dans C™. 
Supposons que pour i = 0, 1, . . . le bord de Si est une réunion finie, disjointe 
de courbes de Jordan rectifiables. Supposons de plus que les bords des Si 
tendent vers le bord de Sq au sens géométrique et aussi au sens des courants. 
Alors Si tend vers S au sens géométrique. 

Preuve. Soit z ^ So- D'après le lemme 2, il existe une hypersurface algébrique 
H = {P = 0} passant par z et ne rencontrant pas So, où P est un polynôme. 
Pour e > suffisamment petit, on a bSo H P _1 (|x| < e) = 0. Par conséquent, 
2^1 IbSo = P our tout \a\ < e. Pour tout i suffisamment grand, l'intégrale 
2^ï J bS existe car bSi tend vers 65*0 au sens géométrique. Cette intégrale 
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est égale au nombre de points d'intersection de H a := P~ 1 {a) avec SV Ce 
nombre entier tend vers car bSi tend vers bSç, au sens des courants. Par 
conséquent, il est égal à pour % assez grand. Ceci montre que z n'appartient 
pas à la limite de Si car z est un point d'intérieur de P _1 (|:r| < e). 

□ 

Lemme 3 Soient K un compact méromorphiquement convexe dans une variété 
de Stein Z et H un compact de mesure de Haussdorff 2-dimensionnelle H 2 
nulle. Alors K U H est méromorphiquement convexe dans Z . 

Preuve. Comme Z est de Stein, il suffit de considérer Z — C n . Soit z ^ KUH. 
Comme K est méromorphiquement convexe, il existe un polynôme P vérifiant 
z G P -1 (0) C C n \K. Comme 7i 2 (H) = 0, il existe un polynôme Q vérifiant 
Q(z) = Oet g~ 1 (0)nP~ 1 (0)niJ = 0. Posons T = g- 1 (0)nP~ 1 (0), la famille 
d'hypersurfaces {P + aQ} a& c forme un feuilletage holomorphe de C™ \ T. 
Comme H 2 (H) = 0, il existe un a assez petit tel que {P + aQ = 0} H H = 0. 
Pour a assez petit {P + aQ = 0} fl K = 0. Alors {P + aQ = 0} est une 
hypersurface passant par z et elle ne coupe pas K U H. D'où K U H est 
méromorphiquement convexe. 

□ 

Lemme 4 Soient U,V C Z deux ouverts connexes de Stein, K G U un 
compact et H C V un compact connexe de mesure H 2 nulle. Alors K U H 
admet un voisinage de Stein. 

Preuve. Comme U et V sont des ouverts connexes de Stein, ils admettent 
des suites d'exhaustion de compacts connexes holomorphiquement convexes. 
Par conséquent, il existe un compact connexe, holomorphiquement convexe 
K' C U, contenant K. Soit U\ un ouvert connexe à bord strictement pseu- 
doconvexe de U et contenant K'. Si K'dH = il suffit de choisir un voisinage 
de Stein W\ de K 1 dans U±\ H et grâce au lemme 3, un voisinage de Stein 
W% de H dans V \ K'. L'ouvert W = W\ U W2 vérifie notre lemme. Sinon, 
Pi := H fl bU\ 7^ 0. Soit U 2 un autre ouvert à bord C w dans U, contenant 
XJ\. On a également P 2 := H(lbU 2 7^ 0. Dans V, F 1 est méromorphiquement 
convexe, il admet un système fondamental de voisinages méromorphiquement 
convexes. Soit G un voisinage méromorphiquement convexe de F 1 dans V 



6 



vérifiant GnK' = et G C U 2 . D'après le lemme précédent, (K'UH)nU 2 est 
méromorphiquement convexe dans U. Il admet donc un système fondamen- 
tal de voisinages de Stein. On choisit W\ := {p± < 0} un voisinage de Stein 
vérifiant W\ fl bU x C G où p est une fonction C u strictement p. s. h. définie au 
voisinage de W\. D'après le lemme 3, G U (H \U±) est méromorphiquement 
convexe dans V. On choisit W 2 '■— {p 2 < 0} un voisinage de Stein de 
G U (H \ Ui) vérifiant W 2 fl bU 2 C W\, où p 2 est une fonction C u strictement 
p. s. h au voisinage de W 2 . On définit un voisinage ouvert W* de K' U H par 

1. w* n z/i := {pi < 0} n u x . 

2. n (t/ 2 \ u x ) -.= { P x < o, P2 < 0} n (c/ 2 \ c/0. 

3. \ U 2 := {p 2 < 0} \ U 2 . 

Soit P^** la composante connexe de W* contenant K' U H. Sur son bord, le 
domaine W** est défini localement par une ou deux inégalités (p < où (p 
est une fonction strictement p. s. h. Si W** ne contient aucun sous-ensemble 



analytique compact de dimension > 1, d'après le théorème de Grauert (12 
W** est de Stein. Sinon, W** contient un sous-ensemble analytique compact 
maximal L, dont toute composante irréductible est de dimension > 1. On 
appelle Lx, ■ ■ ■ ,L m les composantes irréductibles de L. Comme U est de 
Stein et H est un compact de V, on a fl V \ H ^ pour tout i. Dans V, 
d'après le lemme 3, H est méromorphiquement convexe. Par conséquent, il 
existe une hypersurface Hi de V telle que Hi fl H = 0, Hi fl Lj ^ 0. Alors 
V := V \ UI^i ^» es t un ouver t de Stein. Soit U" (resp V"") un ouvert de U 
(resp. de V') contenant K' (resp. iJ), abord C u , strictement pseudoconvexe. 
Posons U* := U"C\ W** et K'* := V"nW**. Ces ouverts sont inclus dans des 
ouverts de Stein et à bord strictement pseudoconvexe. Ils sont donc de Stein. 
On fait la même construction comme celle précédente, en remplaçant U par 
U* et V par V*, pour obtenir un voisinage connexe W à bord strictement 
pseudoconvexe de KUH. Cet ouvert W est inclus dans W** et il ne contient 
aucun sous-ensemble analytique compact de dimension > 1 de W. Il est, 
d'après Grauert, ouvert de Stein. 

□ 



Lemme 5 Toute réunion finie T d'arcs réels compacts de longueur finie 
d'une variété complexe Z admet un voisinage connexe de Stein. Par conséquent, 
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r admet un système fondamentale de voisinages de Stein et pour tout ensem- 
ble fini A C Z , il existe un disque holomorphe, à bord lisse dans Z contenant 
A. 

Preuve. On choisit un arc réel, fermé de longueur finie L dans Z tel que 
r' := T U L soit connexe. On recouvre T' par une famille finie d'ouverts 
isomorphe à la boule unité de C n , où n = dim Z. On note U\, U2, • • • , U m ces 
ouverts. Il existe des compacts T k C V r\U k tels que T' = [jT k . On peut 
supposer de plus que T k sont tous des réunions finies d'arcs réels fermés. On 
choisit L k C U k des arcs réels fermés tels que T' k := T k U L k soient connexes. 
On peut numéroter les Ui de sorte que (Ji=i H so ^ connexe pour tout k. En 
appliquant le lemme précédent à U := Ui, V := U 2 , K := 1^ et H := T' 2 , 
on peut construire un voisinage de Stein W\ de T[ U T' 2 . Comme T[ U T' 2 est 
connexe, on peut supposer que Wi est connexe. D'après le lemme précédent 
appliqué h U := W k -i, V := U k+ i, K := U* =i r^ et H := T k+ i, il existe un 
voisinage connexe de Stein W k de IJi^ 1 H pour tout k = 2, 3, . . . , m — 1. 
D'après le lemme 3, dans W = W m -i, T est méromorphiquement convexe. Il 
admet donc un système fondamental de voisinages de Stein. 
On choisit un arc réel fermé de longueur finie T* passant par tous les points 
de A et un voisinage U connexe et de Stein de L. Soit S un sous-ensemble an- 
alytique lisse, irréductible, de dimension 1 de U et contenant A. Tout ouvert 
simplement connexe à bord lisse de S, contenant A vérifie notre lemme. 

□ 



Lemme 6 Sous l'hypothèse du théorème 2, il existe un ouvert connexe Y de 
Z , contenant SUT tel que dans Y , toute surface de Riemann S' bornée dans 
Y et vérifiant 

1. S' est un sous- ensemble analytique de Y \Y . 

2. S n'est pas un sous-ensemble analytique de Y . 
soit incluse dans S. 

Preuve. Soit S' un sous-ensemble analytique de Z \ T, bornée dans Z. Dans 
un voisinage connexe de Stein V de T, la surface S' fl V définit un courant 
d'intégration à bord rectifiable JL6|, ||. Alors si d[S' D V) — 0, d'après le 
théorème de structure de King-Harvey-Shiffman-Alexander 0, [Ï4|, [T^, 0] 



S est un sous-ensemble analytique de V. Sinon, d[S' fl V] est un courant 
rectifiable, fermé à support dans T. Par conséquent, 
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1. Soit S' est un sous-ensemble analytique de Z. 

2. Soit bS' se constitue par des composantes connexes de T. 

Il existe un nombre fini de surfaces de Riemann de deuxième type. On note 
Si, S2, ■ ■ ■ , S m ces surfaces de Riemann dont Sk (t S pour tout k < m' et 
S k C S pour tout k > m'. Tout ouvert connexe Y contenant S U T tel que 
Y 7$ Sk pour tout k < m', vérifie notre lemme. 

□ 

On choisit L un arc réel, compact de longueur finie de Y tel que T U L soit 
connexe, L(~]S = et tel que le lemme précédent reste valable si l'on remplace 

r par r := r U L. 

D'après le lemme 5, il existe un voisinage connexe de Stein U C Y de T'. On 
choisit un ouvert connexe U\ C U strictement pseudoconvexe, à bord lisse 
et contenant V tel que bU\ coupe S transversalement en un nombre fini de 
courbes réelles compactes, lisses Ci, . . . , C m de S. D'après le lemme 2, dans 
U, C \C est un sous-ensemble analytique de dimension 1 de U \ C, borné 
dans [/, où C := Ufeli Cfe- D'après le lemme précédent, C \ C C S. 

Premier cas. Supposons que C \ C = 0. Alors C est holomorphiquement 
convexe dans U. Soit U 2 C U (resp. C/ ) un ouvert à bord lisse contenant U\ 
(resp. relativement compact dans Lq), qui est une petite déformation lisse 
de U\. Alors feC/2 H S (resp. bUoC\ S) est encore holomorphiquement convexe 
dans [/. On choisit G CC U \ Ui un voisinage de 6C/ 2 H S* tel que G soit 

holomorphiquement convexe dans U. D'après le lemme 1, C U T' \ CU V est 
un sous-ensemble analytique de dimension 1 de U \ (CUT'). Par conséquent, 
d'après le lemme 6, si G est un voisinage suflisament petit de 6C/2 H S, on 

a G U F \ (G U F) C S U T U (Y \ ÏÏ^ D'après le théorème de Siu, il 
existe un voisinage de Stein W\ de S \ Uq tel que W\ H 6^/2 C G. Soit 
W2 = {p2 < 0} C W\ un ouvert à bord lisse, strictement pseudoconvexe 
et contenant S \ Ui, où p 2 est une fonction strictement p. s. h et définie au 

voisinage de W 2 - Soit W 3 := {p 3 < 0} un voisinage de Stein de G U F 
vérifiant W 3 H bU\ C W 2 , où p 3 est une fonction strictement p. s. h et définie 
au voisinage de W s . On définit le voisinage W* de S* U T' par 

1. W*\U 2 = {p 2 < 0} \ U 2 . 

2. w* n (c/ 2 \ c/i) = {p 2 < o,p 3 < 0} n (c/ 2 \ u x ). 
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3. w* n u x = {ps < 0} n u x . 

Soit W** la composante connexe de W* contenant S U Y' . Sur son bord, cet 
ouvert est localement défini par une ou deux inégalités ip < où <p est une 
fonction strictement p. s. h. Si W** ne contient aucun sous-ensemble analy- 
tique compact de dimension > 1, d'après Grauert, il est de Stein fï2|| . Sinon, 



W** contient un sous-ensemble analytique compact maximal dont chaque 
composante irréductible est de dimension > 1. On appelle H\, . . . ,H m 
ces composantes irréductibles. Par hypothèse, aucune Hi n'est incluse dans 
S U r'. On remplace Y par un ouvert connexe de W** qui contient SUT' 
et ne contient aucune H^. La même construction que celle précédente nous 
donne un voisinage connexe W de S U V dont le bord est strictement pseudo- 
convexe. L'ouvert W ne contient aucun sous-ensemble analytique compact 
de dimension > 1. Il est donc ouvert de Stein. D'après le lemme 2, S U V 
admet un système fondamental de voisinages de Stein. 

Deuxième cas. Supposons que {C\(J)C\Y' = 0. Posons T := C\C. C'est un 
sous-ensemble analytique de dimension 1 de U\. Soit H une hypersurface de 
U x , contenant T vérifiant H n V = et #H n S \T < +oo. Alors U x \ H est 
de Stein. Il possède une suite d'exhaustion d'ouverts connexes C u strictement 
pseudoconvexes V*.. Pour k assez grand, bV^ H S est constitué par un nombre 
fini de petites courbes fermées qui bordent un petit voisinage dans S \ T de 
l'ensemble fini H H S \ T. Par conséquent, comme S et Y vérifie le lemme 6 
et comme S ne contient aucune surface de Riemann compacte, C := bVk H S 
est holomorphiquement convexe dans Vk+v En remplaçant U par Vk+x et Ux 
par 14, on se ramène au premier cas. 

Cas général. D'après le théorème d'unicité, M := (C\C)nV est un fermé de 
mesure 7i l nulle. Par conséquent, d'après le lemme 1, il est holomorphique- 
ment convexe dans U . 

Lemme 7 i7 existe les voisinages holomorphiquement convexes, à bord lisse 
Vq, Vx, Vi de M vérifiant les conditions suivantes 

1. Vi + x est un ouvert relativement compact de Vj. 

2. Vi possède un nombre fini de composantes connexes. 

3. Le bord de Vi intersecte SUT' transversalement et bVi H V est un 
ensemble fini. 
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4- (5 U T') n bVi est holomorphiquement convexe dans un voisinage de 
Stein de (SUT')\V 2 . 

Preuve. Supposons que le lemme est faux. On peut facilement construire une 
suite d'ouverts holomorphiquement convexes {T^}^ décroissante vers M et 

vérifiant les conditions 1-3 pour i — 0, 1, 2, Posons T* := (S fl bVi) U (T' \ 

Vi) et S* := S\Vi. D'après le lemme 1, (S*UT')r\Ui est méromorphiquement 

convexe dans U. En plus, dans U, F \ F se constitue par un nombre fini de 
surfaces de Riemann irréductibles, où T := (S* fl bU\) U (r" fl U\). Par 
conséquent, il existe une hypersurface H de U telle que (S* U V) fl U\ est 
holomorphiquement convexe dans l'ouvert de Stein U \ H. Alors H fl S fl 
Vi est un ensemble fini. Comme Ui\ H est de Stein, il admet une suite 
d'exhaustion d'ouverts connexes holomorphiquement convexes Q k - Pour k 
suffisament grand, C* := bQk H S* se constitue par une petite déformation 
de C et par des courbes de Jordan qui forment le bord d'un petit voisinage 
de H fl S fl Vi dans S. D'après le deuxième cas (appliqué à U* := Qfe+i, 
U{ := Q k , S*, T* et C*) S'*ur* admet un système fondamental de voisinages 
de Stein. Par conséquent, comme la condition 4 n'est pas vérifiée quand 
on remplace les ouverts V\ et Vi dans le lemme par les ouverts VJ_i et Vi, 
(S U T') fl bVi-i doit contenir le bord d'une surface de Riemann Si C S. 
Comme Vi est holomorphiquement convexe dans U, la surface Si ne peut 
pas être entièrement dans U. Rappelions que quand i tend vers infini, Vi 
tend vers M qui est de longueur 0. Finalement, on peut conclure ici que S 
contient une surface de Riemann compacte, qui est la limite de Si quand i 
tend vers l'infini. C'est une contradiction. 

□ 

On choisit d'après les lemmes 7 et 2, un voisinage de Stein W cY\V 2 de 
(S U T') \ V\ dans Y vérifiant 7.4. Soit G C Wq un voisinage holomorphique- 
ment convexe de (S U T') n bV x dans W . Posons T* := (S n bV ± ) U (r' \ Vi). 

D'après le lemme 1, dans Wq, G U T* \ (G U T*) est un sous-ensemble ana- 
lytique de dimension 1 de Wq \ (G U r*). Rappelions que (S U T') \ V\ est 
holomorphiquement convexe dans Wq. Par conséquent, d'après les lemmes 

6 et 1, si G est un voisinage assez petit, G U T* \ (G U T*) est inclus dans 
S U V . D'après les lemmes 6 et 1, (S U T') fl V est holomorphiquement con- 
vexe dans U. Il possède donc un voisinage de Stein W\ := {p± < 0} vérifiant 
W\ fl bV\ C G où p\ est une fonction C u , strictement p. s. h au voisinage de 
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W\. Il existe un voisinage de Stein Wi := {p2 < 0} de G U V* vérifiant 
W 2 H bVo C Wi où p 2 est une fonction C w , strictement p. s. h au voisinage de 
Wi- On définit le voisinage W* de S U T' par 

1. n K := {pi < 0} n Vx. 

2. w* n (v \ vi) := { Pl < o, P2 < 0} n (v \ v x ). 

3. \ Vo := {p 2 < 0} \ V 

Soit W 7 ** la composante connexe de W* contenant 5UT. Cet ouvert est à 
bord strictement pseudoconvexe, il peut posséder un sous-ensemble analy- 
tique compact maximal dont toute composante irréductible est de dimension 
> 1. On appelle Hi, . . . ,H m ces composantes irréductibles. En remplaçant 
Y par un ouvert de W** qui ne contient aucune Hi, on peut construire par 
la méthode précédente, un ouvert connexe à bord strictement pseudoconvexe 
W C W** contenant S* U T'. Cet ouvert ne contient aucun sous-ensemble 
analytique compact de dimension > 1. Il est, d'après Grauert, ouvert de 
Stein. D'après le lemme 2, S U F possède dans W un système fondamental 
de voisinages de Stein. 

3 Preuve du théorème 1 

D'après le théorème de Dolbeault-Henkin généralisé [0], il suffit de prouver 
que le plan tangent de F est maximalement complexe en tout point de F H 
pn-p+i p Qur un ensem ble dense de v G V. Par méthode de tranchage, on 
ramène le problème au cas p = 2. Par méthode de projection, le problème 
se ramène au cas n = 3 et p = 2. 

Proposition 1 Pour tout ouvert V C V, il existe uq G V , un sous-ensemble 
V" C V et un voisinage de Stein W de F n vérifiant 

1. Les vecteurs tangents géométriques de V" en uq engendent le plan tan- 
gent de V en vq. 

2. Pour tout v G V" , l'intersection F n Œ 8 ^ est incluse dans W . 

3. Pour tout v G V" , l'intersection F n est le bord d'une 1-chaîne 
holomorphe S v de ¥ 2 U \ F qui est relativement compacte dans W . 
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Preuve. On peut supposer que V est suffisamment petit tel que pour tous 
is, v' G V la combinaison 7^ := T fl soit une déformation continue de 
rnp2 ; . On écrit 

iei 

où les rii sont des entiers non nuls et 7^ sont des courbes réelles fermées, 
irréductibles, C 2 dépendantes continûment de v G V. On appelle (wq : W\ : 
W2 ■ W3) les coordonnées homogènes de CP 3 et Z{ :— Wi/wo ses coordonnées 
affines. On peut supposer que les hyperplans H := {w2 = 0} et Q = {wo = 0} 
ne rencontrent pas 7^ pour tout v G V. De plus, on peut supposer que 
(w : Wi : w 2 ) est un système des coordonnées de P^ pour tout v G V. On 
choisit pour tout v G V, une 1-chaîne holomorphe S„ de P^ \ Y à bord 7^ 
telle que S v ne contient aucune surface de Riemann compacte. Rappelons 
que deux chaînes de même bord au sens des courants diffèrent d'une chaîne 
algébrique. On écrit 

où les m,j iU sont des entiers et Si jV sont des sous-ensembles analytiques irréductibles 
de P^ \ T. Alors le bord de Sj jU est une combinaison linéaire de 7^ à coef- 
ficients 0, 1 ou —1. Soit F v l'ensemble de toutes ces combinaisons. Comme 
V est petit et j u dépend continûment de z/, on peut identifier tous les F v 
et noter F := F v pour v G V . On peut également considérer J u comme un 
sous-ensemble de F. On appelle kj jV le nombre de point d'intersection de 
Sj >u avec H en comptant les multiplicités. Soient J un sous-ensemble de F, 
M = {irij}j e j et K = {kj}j € j des familles de nombres entiers. On pose 

Vj,m,k '■= {v G V" telle que J v = J, rrij tU = rrij, k^ v = kj pour tout j G J}. 

Alors V = [jVj t M,K- Par conséquent, il existe un Vj : m,k et un z/ G Vj : m,k 
tels que les vecteurs tangents géométriques de Vj^m,k en z/ engendent le plan 
tangent de V en v$. D'après le théorème 2, il suffit de prouver que Sj jU dépend 
de manière continue de v G Vj^m,k- Fixons un j G J. Pour simplifier des 
notations, on pose k := kj. Soient X' un voisinage 2-concave suffisamment 
petit de P^ o et V une combinaison linéaire à coefficients ±1 de composantes 
irréductibles de T n X' tels que 7^ := V n P^ = bSj tU pour z/ G V JjM ,k proche 
de vq. On pose 

GU^):=± [ ^ -{->*.) 
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Ces fonctions sont les fonctions symétriques qui permettent de déterminer 
les solutions du problème du bord pour j' u Q. Un théorème de Dolbeault- 
Henkin implique que les deux conditions suivantes sont équivalentes (voir 

0) 

1. 7^ est le bord d'une 1-chaîne holomorphe S' v telle que l'intersection de 
H avec S' v soit une combinaison de points à coefficients entiers positifs 
et de masse totale k. 

2. Il existe des fonctions Ci iV {rj) définies C°° dans un ouvert fl de C pour 
i = 0,1,... , k + 1 et un voisinage U de dans C tels que pour tout 
£ G U le système d'équations suivant admette une solution 

' à + ■ ■ ■ + 4 = a,A(,n) + e + 1 ^0e- 

pour i — 1, 2, . . . , k + 1 

Si, dans la condition 1, la solution S^, existe, elle sera unique. Par conséquent, 
pour v G Vj : m,k, cette solution est égale à Sj <u . Au voisinage de if fl P 2 ,, 
sera décrite par {(x s ,£ + ^x s )}g =1 pour (£,77) variant dans {7 x fi 0. Soient 

:= + • • • + x\. Alors Sk+i sera déterminée par un polynôme en Si, 
Sfc. On écrit 

Sk+i — P(Si, . . . , Sfc). 

On remplace les <Sf dans l'équation précédente par les membres à droite 
du système ci-dessus. Ensuite, on développe deux membres de l'équation 
obtenue en série de Taylor en £. L'identification des coefficients de £ l nous 
donne un système de la forme 

^l^ 1 1 (v) — Fi(Vi Co,v, C^l, . . . , Cq^ 1) , Ci >u , c[^l, . . . , Ck, u , 
pour z = k + 1, A;, . . . ,1 
< C ^ u (ri) = F (r), C 0)U , Cq 1 ^, . . . , C Q>V 1 , Ci )U , C 1>v , . . . , C kjV , v) 

HsiVi Co,u, ■ ■ ■ , C^u l \ - ■ ■ -, Ck,u, = 
pour s = 1, 2, . . . 

o .Fj et if s sont des polynômes en Ci*^, holomorphes en rj et C 2 en v. 
D'après le théorème de Cauchy-Kovalevskaya, les k + 1 premières équations 
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donnent une solution unique pour chaque donnée vectorielle b en un point 
fixé 9 de Q, c.-à-d. 

(CV,0) • • • , Cq v \ Ci,!,, c[ l, . . . , Ck, v ) = b en 9. 

Cette solution dépend holomorphiquement de (b, r)) et de façon C 2 de v. 
Remplaçant cette solution dans le reste du système, nous obtenons un système 
de la forme 

r H s (b, v ,u) = o 

\ pour s = 1, 2, . . . 

où H s sont des fonctions holomorphes en b, v et C 2 en v. 
L'ensemble de solutions de ce système représente un fermé S dans l'espace de 
(b, r), v). Le fait que pour un v, il existe une 1-chaîne S' u vérifiant la condition 
1 ci-dessus, est équivalent au fait qu'il existe un b et un ouvert non vide G 
de C vérifiant {b} x x {v} C S. Ceci montre que la solution du système 
initial dépend de manière continue de v G Vj t M,K- Soit X" C X' un petit 
voisinage suffisamment petit de H n P 2 , à bord lisse tel que bX" coupe S' 
transversalement. Alors S' u \ X" tend vers S' vo \ X" quand v G Vj,m,k tend 
vers uq. Posons S'I := S' v \ X . D' après le corollaire 1, S" tend vers S" Q 
quand v G Vj t M,K tend vers v> . D'où Sj jV tend vers Sj jV0 quand v G Vj t M,K 
tend vers u . 

□ 

La preuve du théorème 1 sera complétée par la proposition suivante: 

Proposition 2 Dans les conditions du théorème 1 et de la proposition 1, le 
plan tangent de Y en chaque point de Y H P 2 , est maximalement complexe. 

Preuve. Soient n : CP 3 \ (0 : : : 1) — ► CP 2 la projection canonique 
U(w) := (w : wt : w 2 ) et IL. : CP 3 \ {w = 0} — > C avec IIi(z) := z x . 
On peut supposer que {wq = 0} fl 7^ = pour tout v proche de v , 
(0 : : : 1) G P 2 , la restriction de LTi sur 7^ est C 2 , injective en de- 
hors d'un ensemble fini et que la restriction de la projection II sur Y C\ U 
soit de rang maximal en tout point et injective en dehors d'une hypersurface 
réelle de Y fl U, où U est un petit voisinage de 7^. La variété Yf]U peut être 
considérée comme le graphe d'une fonction Z 3 au dessus de Y :— Yl(Y) fl U_ 
sauf sur les singularités de £, où U_ est un petit voisinage de n(P 2 () ) ~ CP 1 . 
La fonction Z 3 est C 2 sur son domaine de définition. Comme W est un 
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ouvert de Stein, il existe une fonction g non identiquement nulle et holo- 
morphe dans W telle que <? _1 (0) D W H {u>o = 0}. D'après la proposition 
1, la condition des moments (ou la formule de Stokes sur S u ) implique que 
P(zi, z 2 )g k dz\ = pour tout polynôme P, tout k > degP + 2 et pout 
tout v G V". 

On appelle L l'hyperplan complexe de l'espace C (g> K Tan (G(3, 4), z/ ), en- 
gendré par les vecteurs tangents de V" en z/ , où la notation Tan (G(3, 4), v ) 
signifie le plan tangent réel de la grassmannienne G(3,4) en vq. Alors pour 
tout vecteur £ G L la dérivée £(f P(z\, z 2 )g k dz\) s'annulle en z/ pour 
k > deg Q + 2. 

Soit M := {v G G(3,4) : P 2 9 (0 : : : 1)}. Posons A := L n C ® R 
Tan (M, u ). Alors A est un hyperplan de C ®r Tan (M, i/ ). On peut iden- 
tifier M à la grassmannienne G(2,3) qui paramètre l'ensemble de droites 
projectives de P 2 . Chaque P 2 , avec v G M sera associé à PJ, := IT(P 2 ). Alors 
dim c A = 3. Une droite projective générique de CP 2 (avec v G M) 
est définie par l'équation z 2 = (, + i]Zi avec £, r\ G C. Alors il existe 
(a,b),(c,d) G C 2 \ {0} tels que A est engendré par les trois vecteurs C- 
indépendants a-j^ + b-^, âJ= + &J| et c^ + c-^ + dJ^ + dJj=. Ces trois vecteurs 
sont C-indépendants si et seulement si la matrice suivante est de rang maxi- 
mal 

/ a b \ 
M := ô 6 

y c c? c c? y 

Pour tout point régulier z G £, on note £ 2 le vecteur antiholomorphe de 
C ®r Tan c (r, dont la projection sur C <8>r {^} vaut où la notation 
TancGC, z) signifie la droite tangente complexe de T_ en z. Fixons v* = 
G M et considérons z/ = (£,77*) G M. Considérons 2* G 11(7^) et z le 
point d'intersection de P* avec Tan c (r, z*). Alors la deuxième coordonnée 
z 2 de z peut être considérée comme une fonction holomorphe en £ et on 
note ^3- pour la dérivée de z 2 en £. Comme le restriction de II sur T f] U 
est injective en dehors d'une hypersurface réelle de F n U, on peut poser 
C 2 (g)(zi, z 2 , 23) := £2(^(^1, ^2, Zs(zi, z 2 ))). C'est une fonction continue sur 
la partie régulière de £. 

Lemme 8 ^4wec /es notations ci-dessus, pour tout k > et pour tout polynôme 
P les égalités suivantes sont vraies en tout point v* = (Ç*,r)*) G M 
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d S lv P ( z i> z 2)9 k dz l _ 9/^ P(z!, z 2 )z 1 g k dz 1 
dr] <9£ 

df^P(z 1 ,z 2 )g k dz 1 _ r Qz 2 , , 



df P(z 1 ,z 2 )q k dz 1 r ± Szo , 

3. K { ^ ,y = / kP^z^TM^g^dz,. 

Preuve. 

Premier cas. Supposons que £ est une réunion de droites projectives. On 
écrit £ = IJeeT^e' ou ^ es ^ une combinaison linéaire à coefficients entiers 
de courbes rélles C 2 fermées dans M. La notation 6 G T signifie un point 
à multiplicité entière. Pour tout 9 = (a, (3) G T et tout v G M, on appelle 
Z\{Q,v) et z 2 (9,u) les coordonnées du point d'intersection de PJ, avec F]. 
Alors 

/ P(z 1 ,z 2 )g k dz 1 = ! P(9,v)g k (9,v)d Zl (9,v) (1) 
J*i v Jeer 

où 

P(9,u) :=P(z 1 (9,u),z 2 (e,u)) 

et 

g(9, v) := g( Zl (9, v), z 2 (9, v), Z 3 ( Zl (9, v), z 2 (9, v))). 
Alors P est holomorphe par rapport à v. D'autre part on a des relations 

z 2 (9,v) =Ç + r]z 1 (9,is) et z 2 (9, v) = a + fiz x {9, v). 

Ces relations impliquent 

dz x {B,v) = d Zl (9,u) dz 2 (9,u) = dz 2 (9, v) 
dr/ dr/ dÇ 

= _ g^M = _ dz 2 (9, v) 

dfj dÇ dfj 

Par conséquent, pour toute fonction / de classe C 1 à deux variables 
0/(^(0, i/),* 2 (fl,i/)) df(z 1 (9,u),z 2 (9,u)) 

¥r] = Zl âë (2) 
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et 



df(z 1 (6,v),z 2 (6,v)) _ df( Zl (e,u),z 2 (e,u)) 

on = Zl M (3) 

car Zi(0, v) et z 2 (9, v) sont holomorphes par rapport à v. 

Les égalités (1), (2) impliquent la première égalité du lemme. La deuxième 

égalité est évidente, la troisième est un corollaire de (1) et de (3). 

Cas général. Pour le cas général, on considère £' la réunion des droites 
tangentes complexes de £ aux points de £' H P**. Alors au voisinage de 
£' H P** la variété £ est approximée à l'ordre 1 par £'. Ceci explique que 
les valeurs des dérivées d'ordre 1 trouvées dans le premier cas restent valable 
dans le cas général. 

□ 



D'après le lemme 8, on obtient des égalités suivantes en u pour tout k > 
deg^ + 2 



d J^(a + bz^P^, z 2 )g k dz 1 



(4) 



[ (â + bz 1 )P 2 {z 1 ,z 2 )T 2 (g)^g k ~ l dz l = (5) 
d J^(c + dz 1 )P 3 (z 1 ,z 2 )g k dz 1 

~^ âë + 

+k [ (c + dz 1 )P 3 (z 1 ,z 2 )TM^9 k - 1 dzi = (6) 

Pour P\ = c + dzi, P 2 = 1 et P 3 = a + bz\, on obtient les égalités suivantes 
en vq pour k > 3 (la première est obtenue par (5), la seconde par (4) et (6)) 

/ iâ + b-z^TM^g^dz, = (7) 



f (c + dz 1 )(a + bz 1 )£;(g)^g k - 1 dz 1 = (8) 
Comme W est de Stein, il existe une fonction g holomorphe dans W vérifiant 

i. # _1 (o) d wn {w = o}. 
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2. L'application g : 7, 
fini. 



C est C 2 et injective en dehors d'un ensemble 



3. La dérivée dg/dz^ ne s'annulle pas sur j Uo . 

Si C* 2 (g) est identiquement nulle sur 7„ , le plan tangent de T en chaque point 
de 7^ est maximalement complexe. 

Supposons que C 2 {g) n'est pas identiquement nulle sur j Uo . Posons 



Alors il existe un arc ouvert l C 7„ telle que g{ï) appartient au bord de la 
composante connexe non bornée de C\g(j). Les égalités (7) et (8) impliquent 
que les mesures à support dans g(j) 



sont orthogonales aux polynômes de C. Ces mesures s'étendent dans C au 
sens faible des courants en des (l,0)-formes holomorphes dans C \ #(7) qui 
sont nulles sur la composante connexe non bornée R de C\g(j). Sur un petit 
voisinage d'un ouvert dense de bR, ces extensions sont des extensions con- 
tinues || . On remarque que S UQ est lisse en tout point du bord à l'exception 
d'un compact de longueur 0. Alors il existe un arc ouvert V C l et des ouverts 
simplement connexes à bord lisse B, Q de C vérifiant 

1. La restriction de l'application g sur S uo PI g~ 1 (Q) est une application 
bijective, lisse et à l'image dans 6. 

2. La restriction de l'application II! sur 5^ n g _1 (0) est une application 
bijective, lisse et à l'image dans Q. 

3. Les restrictions des mesures /1 et fi' sur g{l') C 60 s'étendent con- 
tinûment dans en une (1, 0)-forme holomorphe, qui ne s'annulle dans 
aucun point. 

4. Aucune des fonctions a + bzi, c + dzi, g et z\ ne s'annulle sur S UQ fi 



7 ;= {z e 7,0 ^ mg{z)) ï 0}. 




et 
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En considérant le rapport entre deux mesures fj, et //, on constate que la 
restriction de la fonction 



sur g(V) s'étend holomorphiquement sur O. Ceci montre que la restriction 
de la fonction 



sur n 1 (/ / ) s'étend aussi holomorphiquement dans Q. Comme la matrice Ai 
est de rang maximal, la fonction / n'est pas constante. Par conséquent, la re- 
striction de zi s'étend méromorphiquement dans fl car zi = (fâ—c) / (d—fb). 
Un remplacement convenable de /', 6 et Q par leurs ouverts permet de sup- 
poser que cette extension est holomorphe. Soit <3> une application biholo- 
morphe du disque unité D dans Q. On sait que $ s'étend continûment en 
une application bijective de D dans Q. Alors $|p s'étend holomorphique- 
ment dans D où l" := $ _1 (n 1 (/')). En conséquence, les restrictions des 
parties réelle et imaginaire 3Î$ et 3$ de $ sur l" s'étendent holomorphique- 
ment dans D. D'après le principe de réflexion, les fonctions obtenues se 
prolongent holomorphiquement au voisinage de l" . Ceci montre que n 1 (/ / ) 
est réelle analytique. En utilisant de petits changements des coordonnées, 
on peut prouver que contient un ouvert réel analytique pour tout e 

petit, où IIi je (;z) := Z\ + €2-22 + ^3,23. Finalement, /' contient un ouvert réel 
analytique. C'est la contradiction recherchée. 



4 Remarque et questions ouvertes 

La même méthode de la preuve du théorème 1 permet de démontrer le 
résultat suivant: 

Théorème 3 Soient D une variété complexe de dimension p >2 à bord C 2 
irréductible dans CP" et f une fonction C 2 définie sur bD à valeurs dans 
CP 1 . Soit V C G(n - p + 2,ri + 1) une variété réelle de codimension 1 
vérifiant les conditions suivantes pour tout v G V 

1- IXev P" _p+1 recouvre un ouvert dense de bD. 




c + dz\ 




□ 
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2. P™ p+1 coupe bD transversalement. 

3. La restriction de f sur bD R W™~p +1 se prolonge dans DnPj en une 
fonction méromorphe. 

4- Aucun ouvert de bD H P™~p +1 n'est réel analytique. 

Alors la fonction f se prolonge méromorphiquement dans D. 

Ce résultat généralise || théorème 5], qui donne la solution partielle à: 

Conjecture 1 (Globevnik-Stout, [Iï|]) Soient Q CC D deux domaines con- 
vexes à bord C 2 dans C n et / une fonction continue sur le bord de D. Sup- 
posons que / se prolonge continûment en une fonction holomorphe dans Ddl 
pour toute droite complexe l tangente à bQ. Alors / se prolonge holomor- 
phiquement dans D. 

Conjecture 2 Soient Q CC D des domaines convexes à bord C 2 dans C n , K 
un compact convexe de C n et / une fonction continue sur bD \ K. Supposons 
que / se prolonge continûment en une fonction holomorphe dans (D\K)C\l et 
aucun ouvert de (bD \K)nl n'est réel analytique pour toute droite complexe 
l tangente à bQ. Alors / se prolonge holomorphiquement dans D\K. 

Question 1 Est-ce que le théorème 3 est valable pour une fonction / continue? 

Question 2 Si, dans le théorème 3, D est inclus dans C n et si la fonction / 
et ses prolongements dans D D C" _p+1 sont tous à valeurs dans C, est-ce que 
la condition 4 est nécessaire? 
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